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RESUMO

Este trabalho tem por base apresentar a teoria e por consequência os passos necessários para
se chegar à solução de Falkner-Skan, sendo recomendado um pouco de conhecimento sobre
cálculo, álgebra, transferência de calor, mecânica dos fluidos sendo desejável também alguma
compreensão sobre EDP, para que se possa ter um melhor aproveitamento e entendimento
do trabalho. A solução de Falkner-Skan é um problema de valor limite de terceira ordem
que surge devido à especificidades existentes dentro da camada limite. A problemática de
existir um gradiente de pressão estabelecido em uma camada limite laminar, está presente em
diversas áreas na dinâmica dos fluidos onde escoamentos viscosos estão limitados por uma
fronteira sólida, destaque para indústria aeronáutica, a naval e a automobilı́stica. Partindo das
equações de Navier-Stokes e considerando-se a teoria de camada limite, apresentamos um estudo
teórico/numérico aplicado primeiramente a uma superfı́cie plana na ausência do gradiente de
pressão. Na sequência são apresentados os resultados quando distintos gradientes de pressão
(favoráveis e adversos) são estabelecidos. Na busca da solução numérica, utilizou-se a iteração
de Runge-Kutta de quarta ordem para integração das equações e o método da secante para
estabelecimento do chute inicial programados em linguagem FORTRAN e validados junto a
literatura especializada. Os resultados mostraram os efeitos da pressão na espessura da camada
limite, uma vez que a presença um gradiente de pressão favorável tende a atuar na diminuição da
espessura da mesma e o contrário foi observado para um gradiente adverso. Adicionalmente, é
apresentado o comportamento dos perfis de velocidade da componente longitudinal e vertical do
escoamento dentro da camada limite, ilustrado o comportamento de tender ao crescimento até
um ponto de estagnação.

Palavras-chave: Camada limite. Falkner-Skan. Métodos numéricos.



ABSTRACT

This work is based on presenting a theory and, consequently, the steps taken to reach the Falkner-
Skan solution, being recommended a little knowledge about calculus, algebra, heat transfer, fluid
mechanics, and some understanding of EDP is also desirable, so that one can have a better use
and understanding of the work. The Falkner-Skan solution is a third-order limit value problem
that arises due to specificities within the boundary layer. The problem of having an established
gradient established in a laminar boundary layer is present in several areas in fluid dynamics
where viscous flows are included by a solid boundary, especially in the aeronautical, naval and
automobile industries. Starting from the Navier-Stokes equations and considering the boundary
layer theory, we present a theoretical / numerical study applied primarily to a flat surface in the
absence of a pressure gradient. The results are then generated when different pressure gradients
(favorable and adverse) are combined. In the search for a numerical solution, a fourth-order
Runge-Kutta iteration is used to integrate the equations and the secant method for establishing
the kickoff programmed in FORTRAN language and validated with the specialized literature.
The results affected the effects of pressure on the thickness of the boundary layer, since the
presence of a favorable pressure gradient to decrease its thickness and the opposite was observed
for an adverse gradient. Additionally, the behavior of the velocity profiles of the longitudinal and
vertical component of the flow within the boundary layer is presented, showing the behavior of
competition to growth up to a point of stagnation.

Keywords: Boundary layer. Falkner-Skan. Numerical method.
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com ângulo de incidência zero. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Figura 2 - Validade da equação de Euler no escoamento. . . . . . . . . . . . . . . 8
Figura 3 - Transição de regime de escoamento no desenvolvimento de uma camada

limite junto a uma placa plana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
Figura 4 - Exemplo do comportamento de uma camada limite na presença de dife-

rentes gradientes de pressão. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
Figura 5 - Placa plana em um escoamento uniforme. . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Figura 6 - Exemplos de escoamentos potenciais em uma cunha. . . . . . . . . . . 33
Figura 7 - Perfil de velocidade longitudinal para a solução de Blasius. . . . . . . . 39
Figura 8 - Distribuição de velocidade na camada limite laminar do escoamento em

cunha. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 9 - Distribuição das tensões de cisalhamento na camada limite laminar do

escoamento em cunha. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 10 - Comparação entre os perfis de velocidade u e v. . . . . . . . . . . . . . 43
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5.3 ANÁLISE DOS RESULTADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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1 INTRODUÇÃO

Quando um corpo está imerso em um escoamento viscoso com alto número de Reynolds, sabe-se
que os eventos associados à viscosidade possuem relevância em uma delgada região que se forma
ao redor do objeto conhecida como camada limite (CL) (FALKNER; SKAN, 1931).

Partindo-se das equações fundamentais do movimento dos fluidos (as equações de Navier-
Stokes) e de posse das hipóteses adequadas chega-se às expressões matemáticas que regem a CL.
Utilizando-se da análise por similaridade e sob algumas condições, incluindo ou não o gradiente
de pressão, dois problemas podem ser estabelecidos: o problema de Blasius e o problema de
Falkner-Skan (FS).

Um escoamento com velocidade constante e corrente livre paralela ao longo de uma placa plana
estacionária, incorre no clássico problema de Blasius. Entretanto, se a parede da placa fizer um
ângulo positivo com a corrente livre, esta é acelerada no decurso e observa-se então o escoamento
de FS por meio de uma cunha (PANTOKRATORAS, 2006).

O estudo da solução da equação de Falkner-Skan é de importância central para a engenharia
pois, a problemática de existir um gradiente de pressão na camada limite laminar, está presente
em diversas áreas onde escoamentos viscosos estão limitados pela parede como na aeronáutica,
na naval e na automobilı́stica por exemplo. Mas como esse problema de valor limite de dois
pontos, não linear e de terceiro grau ainda carece de uma solução geral de forma fechada, se for
requerido boa precisão nos resultados, ele se torna um caso tı́pico para ser resolvido por uma
abordagem numérica.

Existem diversas fontes e trabalhos anteriores sobre as equações da camada limite e sua conse-
quente aplicação para obtenção do problema de Falkner-Skan e a sua resolução por métodos
numéricos.

Entretanto o presente trabalho tem o intuito de elaborar um passo a passo mais didático e
sequencial, uma vez que, são poucos os trabalhos que abordam especificamente todas as etapas
para se chegar à solução numérica de FS. Geralmente as pesquisas utilizam-se das equações da
camada limite e das soluções de Falkner-Skan para introduzir uma ideia e depois seguir em outra
linha.

Assim, este documento após apresentar as hipóteses simplificadoras e posterior algebrismos para
chegar ao equacionamento do problema para regime laminar, mostra os detalhes da utilização
dos métodos numéricos (incluindo o Runge-Kutta) desenvolvidos em linguagem FORTRAN
para obtenção da solução.
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1.1 A CAMADA LIMITE

Para iniciar a compreensão do tema é importante entender o conceito de camada limite. Levando-
se a atenção aos escoamentos que são externos a um objeto, observa-se que somente numa região
muito próxima à superfı́cie deste existe a formação de um gradiente de velocidade (YOUNG;
MUNSON; OKIISHI, 2005).

Seja então uma placa plana e fina, com ângulo de incidência zero em relação à um fluido, ou seja,
colocada paralelamente a um escoamento uniforme de velocidade U∞ e em regime permanente.
Supondo-se que possa ser colocado um medidor que detecta a velocidade ao longo de uma seção
vertical do escoamento como mostra a Fig. 1, será observado que junto à placa a velocidade é
nula. Percorrendo-se a vertical (perfil (1)) a velocidade é crescente até um certo ponto A, onde
ela irá se igualar a U∞ e assim se manter para todos os pontos acima (BRUNETTI, 2008).

Figura 1 – Formação da camada limite em um escoamento uniforme, permanente e com ângulo
de incidência zero.

Fonte: Brunetti, 2008, modificado.

Isso mostra que, até esse ponto, o escoamento sofreu influência da placa e, acima dele, todos
os pontos se comportam como a velocidade da corrente livre. Da velocidade zero na parede do
corpo até a velocidade onde o escoamento volta a ser contı́nuo, existe um gradiente de velocidade
onde os efeitos viscosos se mostram bastante significativos. Essa região de pequena espessura,
mas de grande importância, ficou conhecida como camada limite.

Se essa mesma experiência fosse feita para outras regiões mais afastadas do bordo de ataque
(perfis (2) e (3)), será possı́vel notar que os pontos que mostram o fim da variação de velocidade
(B e C) estarão também mais afastados da placa (BRUNETTI, 2008).

A medida que o escoamento vai se distanciando do bordo de ataque, mais partı́culas são desace-
leradas pelo efeito da viscosidade e por isso a espessura da camada limite aumenta ao longo da
placa (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Na região abaixo da linha formada pelos pontos A, B e C, teremos a região da camada limite e
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nessa região, onde a viscosidade importa, aplicam-se as equações de camada limite. Ressalta-se
que fora dela, como o efeito da viscosidade pode ser considerado desprezı́vel, aplicam-se as
equações de Euler (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010), como apresenta a Fig. 2.

Figura 2 – Validade da equação de Euler no escoamento.

Fonte: Çengel e Cimbala, 2012.

Dentro de tal camada a velocidade do fluido muda rapidamente de zero para seu valor de
escoamento principal livre U∞ o que implica em um acentuado gradiente de tensão cisalhante;
dessa forma, embora a viscosidade seja muito pequena, nem todos os termos viscosos na equação
do movimento serão desprezı́veis.

Como critério para a existência de uma camada limite laminar bem definida tem-se que o número
de Reynolds (Re≡UL/ν) deva ser suficientemente alto a ponto de proporcionar a existência de
um gradiente de velocidade durante o escoamento de um fluido na superfı́cie de um determinado
corpo, mas não tão alto a ponto de ocasionar uma quebra do escoamento laminar (BURR;
AKYLAS; MEI, 2003).

Logo, para escoamentos com altos números de Re são formadas duas regiões adjacentes à
superfı́cie do corpo considerado: uma região de maior espessura onde a velocidade se iguala à
velocidade da corrente livre e a viscosidade pode ser negligenciada, e uma outra região de menor
espessura onde se formam gradientes de velocidade e os efeitos viscosos devem ser levados em
consideração (camada limite) (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Dentro da CL, o escoamento pode ser laminar ou turbulento, como observado na Fig. 3.
Neste trabalho o foco é voltado aos escoamentos bidimensionais externos em regime laminar
permanente.

Da Fig. 3, observa-se que a espessura da camada limite δ (x) é crescente e em função do Re.
Para valores de Rex < 5×105 o escoamento é considerado laminar e acima deste é considerado
turbulento (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004).

O escoamento se tornará turbulento há uma certa distância do bordo de ataque conhecida como
abscissa crı́tica (xcr) que correspondente ao Reynolds crı́tico (Recr ≡ ρUxcr/µ). A passagem da
camada limite laminar para turbulenta pode ser observada facilmente pelo crescimento abrupto
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Figura 3 – Transição de regime de escoamento no desenvolvimento de uma camada limite junto
a uma placa plana.

Fonte: Munson, Young e Okiishi, 2004, modificada.

de sua espessura δ (x). Isso ocorrerá sempre que o comprimento da placa for maior que xcr

(BRUNETTI, 2008).

Tanto a camada limite laminar quanto a turbulenta possuem gradientes de velocidade que
aproximam-se de zero assintoticamente, dessa forma, a definição de espessura da CL não pode
ser exatamente imposta como o local onde a velocidade (u) é igual à velocidade do escoamento
livre (U∞) e portanto, foram propostas outras maneiras de se estimar sua espessura (FOX;
PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Schlichting e Gersten (2017) apresentam a definição de espessura de perturbação, que é usual-
mente estabelecida como sendo a distância a partir da superfı́cie da placa na qual a velocidade
atinge 99% da velocidade externa, ou seja:

u≡ 0,99U∞ . (1.1)

Segundo Çengel e Cimbala (2012), pode-se medir essa distância com a espessura de deslo-
camento (δ ∗), que seria a distância em que a fronteira sólida se deslocaria para dar a mesma
diferença de vazão em massa que existe na CL. Então, fazendo-se uma análise num volume de
controle e utilizando-se da conservação da massa, a espessura de deslocamento em qualquer
posição x da placa fica:

δ
∗ =

∫
∞

0
1− u

U
dy . (1.2)

Outra forma de medida é a espessura de quantidade de movimento (θ), que seria a espessura da
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camada de fluido para a qual o fluxo de quantidade de movimento é igual ao seu deficit através
da camada limite (FERNANDES, 2019). Como a placa é a base do volume de controle e o topo
do VC é uma linha de corrente, então aplicando a conservação da massa, o fluxo que entra é
igual ao fluxo que sai, e como u =U = constante na entrada e u =U entre y = h e y = h+δ ∗

na saı́da do volume de controle, então:

θ =
∫ h

0

u
U∞

(
1− u

U∞

)
dy , (1.3)

onde h é a distância da placa até a linha de corrente externa.

No geral, para altos números de Reynolds, pode-se dizer que a camada limite é mais fina, uma
vez que a espessura da CL é proporcional à raiz quadrada da viscosidade cinemática δ ∼

√
ν

(SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Para o desenvolvimento deste trabalho optou-se por utilizar a definição de espessura de perturbação
já que esta apresenta uma complexidade menor, fazendo com que possua uma melhor aplicabili-
dade na abordagem numérica.

1.2 CAMADA LIMITE COM GRADIENTE DE PRESSÃO

Quando Blasius em 1908 considerou um escoamento laminar, externo, bidimensional e paralelo
à uma placa plana, ele estava trabalhando na ideia de uma camada limite para um gradiente
de pressão nulo. Entretanto, essa caracterização não possui grande utilidade prática já que não
considera a geometria usualmente presente nos corpos de forma geral.

Assim, levar em conta a formação de camadas limite sobre paredes com formas arbitrárias
implica em considerar os efeitos causados pelo estabelecimento de um gradiente de pressão
(FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Nesse caso, o termo do gradiente de pressão na equação da quantidade de movimento na direção
x é diferente de zero, maiores detalhes serão apresentados no Cap. 4.

Quando a pressão diminui no sentido do escoamento (∂ p/∂x < 0), tem-se um gradiente de
pressão favorável; isso porque ele tende a ir contra a redução de velocidade das partı́culas da
camada limite. Ocorre dessa forma sempre que a velocidade da corrente livre U∞ encontra-se
aumentando com x. Em contrapartida, quando a pressão cresce no sentido do escoamento
(∂ p/∂x > 0), tem-se um gradiente adverso de pressão; dessa forma ele ocasionará uma maior
redução da velocidade das partı́culas fluidas pois irá se somar ao atrito recorrente na camada
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limite (ÇENGEL; CIMBALA, 2012).

Caso o gradiente adverso de pressão se torne muito forte, as partı́culas na CL são levadas ao
repouso, o que as forçará à afastar-se da superfı́cie do corpo e dar espaço às partı́culas seguintes
ao ponto de ocorrer a separação do escoamento. Isso resulta na formação de uma região de esteira
onde o escoamento é turbulento. Antes que isso aconteça, deve haver um ponto de inflexão (PI)
do perfil de velocidade dentro da camada limite que proporcionará a transição do escoamento de
laminar para turbulento. A partir daı́ então, as equações da camada limite não são mais válidas
(SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Figura 4 – Exemplo do comportamento de uma camada limite na presença de diferentes gradientes
de pressão.

Fonte: Fox, Pritchard e McDonald, 2010.

O escoamento através de uma seção transversal variável apresentado pela Fig. 4 ilustra esses
efeitos. Observe que, partindo de fora da CL, o campo de velocidade está de maneira que é
acelerado (Região 1), depois apresenta uma faixa de velocidade constante (Região 2) e, em
seguida ocorre uma seção de desaceleração (Região 3). Consequentemente, tem-se um gradiente
de pressão favorável, zero e adverso respectivamente (FOX; PRITCHARD; MCDONALD,
2010).
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2 OBJETIVO GERAL

Este trabalho objetiva a utilização da teoria da camada limite bem como das equações da dinâmica
dos fluidos para a busca da solução numérica deste problema, aprofundando-se na influência da
pressão no comportamento da camada limite laminar.

2.1 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

• Introduzir a ideia de camada limite, aplicar seus conceitos e desenvolver as suas equações;

• Obter o problema de Blasius pelo método analı́tico da similaridade e sua solução numérica
com o método de integração numérica pela rotina de Runge-Kutta;

• Conceituar a camada limite com a influência da pressão para a introduzir a solução
numérica do problema de Falkner-Skan;

• Demonstrar o desenvolvimento das equações de FS evidenciando sua semelhança com
o método de obtenção das equações de Blasius como análise de similaridade e posterior
aplicação do método de Runge-Kutta de 4ª ordem.
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Antes do fim do século XIX, a mecânica dos fluidos baseava-se apenas na hidrodinâmica
teórica das equações de Euler, mas com pouca importância prática, até porque essas equações
baseavam-se em fluidos invı́scidos (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Todavia, para aplicações em fluidos reais, é necessário considerar-se os efeitos da viscosidade que
criam tensões de cisalhamento que são proporcionais às velocidades relativas entre as partı́culas
do fluido (BRUNETTI, 2008).

Nesse sentido, o engenheiro francês Louis Marie Henri Navier e o matemático inglês Sir George
Gabriel Stokes desenvolveram uma equação que se tornou a ”pedra fundamental da mecânica
dos fluidos”. Trata-se de uma equação diferencial parcial não permanente, não linear, de segunda
ordem, que ficou conhecida como as equações de Navier-Stokes (ÇENGEL; CIMBALA, 2012).

Apesar dessas equações possuı́rem uma certa dificuldade de resolução de forma analı́tica, apre-
sentam uma boa concordância com os resultados experimentais obtidos em regiões onde os
efeitos viscosos não era significativos e falhava em locais onde os fluidos estavam próximos
demais de uma superfı́cie.

Então, em 1904, Ludwing Prandtl mostrou que a maioria dos escoamentos viscosos podem ser
mais facilmente analisados ao dividi-los em duas regiões: sendo uma perto das fronteiras sólidas
e a outra cobrindo o resto do escoamento. A viscosidade só é realmente importante na região
adjacente à fronteira sólida - camada limite, fora dessa região o fluido pode ser considerado
como não viscoso (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2010).

Assim, com a teoria da camada limite, Prandtl pôde então desenvolver um conjunto de equações
simplificadas ao omitir termos não essenciais para a fı́sica especı́fica do problema em questão,
nas equações de Navier-Stokes, por meio de uma análise de ordem de grandeza dos termos que a
compõe (NICKEL, 1973).

Sabendo-se que as equações de camada limite obtidas eram adequadas para escoamentos com
altos números de Reynolds, em 1908, Blasius (aluno de Prandtl), resolveu-as para o caso da CL
em uma placa plana paralela ao escoamento, reduzindo então as equações diferenciais parciais
numa equação diferencial ordinária de ordem 3 (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004; YOUNG;
MUNSON; OKIISHI, 2005).

No caso clássico da solução por similaridade de Blasius, ele considerou uma placa plana semi-
infinita paralela à corrente livre, então a velocidade do escoamento externo é uniforme e com os
efeitos do gradiente de pressão sobre a placa nulos. Mas, com o intuito de levar em consideração
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os efeitos causados pelo gradiente de pressão externo na camada limite, Victor Montague Falkner
e Sylvia Winifred Skan encontraram famı́lias de soluções auto-similares se a velocidade do
escoamento for proporcional à potência da coordenada do mesmo (HAGER, 2009).

O escoamento de Falkner-Skan na teoria da camada limite é apresentado por equações diferenciais
parciais não lineares de terceira ordem que não são capazes de serem resolvidas de forma fechada.
Para deslindar essa questão, Falkner e Skan desenvolveram estudos sobre escoamentos viscosos
utilizando uma transformação de similaridade para reduzir as equações diferenciais da CL à
equação diferencial ordinária não linear de terceira ordem (MAQBOOL et al., 2016).

Segundo Cebeci e Keller (1971), camadas limite laminar que exibem similaridade ilustram
as principais caracterı́sticas fı́sicas dos fenômenos que ocorrem em camadas limite e também
são base para cálculos de escoamentos mais complexos e não semelhantes. Para escoamentos
bidimensionais por exemplo, as equações da camada limite laminar incompressı́vel passam a
exibir semelhança e podem ser reduzidas à equação de Falkner-Skan.

Dessa forma, as equações de Falkner-Skan forneceram uma solução geral das equações da
camada limite que podem ser aplicadas a qualquer caso onde a pressão distribuı́da ao longo da
fronteira é conhecida. Em certo ponto, chegaram a conclusão de que os valores obtidos para
uma placa plana poderiam facilmente ser os mesmos para uma cunha com o mesmo ângulo do
”nariz”(FALKNER; SKAN, 1931).

Com relação à essas equações, que são o coração do presente trabalho, vários estudos posteriores
à sua conquista utilizaram-se desses recursos no embasamento de suas pesquisas como Stewartson
(1954), Ishak (2007) e outros que serão citados a seguir.

De acordo com Falkner e Skan (1931) diversas evidências já foram apresentadas mostrando que
as premissas nas quais se baseiam as equações de camada limite são muito bem executadas. Os
resultados das investigações com relação ao escoamento na superfı́cie de aerofólios, ou alguns
corpos colocados em corrente, podem se correlacionar com a teoria na hora de encontrar as
soluções das equações da CL e portanto, serem medidas experimentalmente.

Segundo Hartree (1937), Falkner e Skan forneceram alguns dados numéricos aproximados da
equação da camada limite laminar em movimento fluido e as condições de contorno. Entre-
tanto, essa expansão não foi conveniente para determinar uma solução com comportamento
assintótico necessário e os resultados aproximados obtidos não possuı́am a precisão necessária
para aplicações práticas. Além disso, os valores dos parâmetros utilizados para encontrar a
solução não foram suficientemente sistemáticos para uma interpolação adequada.

No decorrer do trabalho de Falkner e Skan, verificou-se que para uma banda de valores do
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parâmetro de aceleração β , o trabalho feito pelo analisador diferencial não era muito satisfatório
(HARTREE, 1937).

Assim, Hartree (1937) apresentou o primeiro tratamento numérico do problema. Analisando
primeiramente as condições de contorno, ele definiu os valores limites para β , na equação de
Falkner-Skan, e verificou o comportamento da solução por meio de abordagem assintótica. Para
valores pequenos e negativos de β , Hartree fez integrações numéricas. Também utilizou-se
de métodos iterativos que demonstraram grande rigor para valores pequenos e positivos de β .
Após feitos esses processos, o analisador diferencial foi testado e demonstrou maior primor nos
resultados.

Cebeci e Keller (1971) também buscaram otimizar a abordagem numérica para este problema.
Eles aplicaram o conhecido método do tiro (Shooting method), um método para resolver um
PVI no qual a primeira condição de contorno está fixa e faz-se tentativas para valores da função
solução de maneira a satisfazer a segunda condição de contorno. Para ajudar na busca por valores
eles utilizam o método de Newton que geralmente fornece convergência quadrática nas iterações
diminuindo assim o tempo de computação.

Rajagopal, Gupta e Na (1983) por sua vez, estudaram o escoamento da camada limite de um
fluido não newtoniano após uma cunha ser colocada simetricamente em relação à direção do
escoamento, ou seja, estudaram o escoamento de Falkner-Skan para um fluido não newtoniano.

Entretanto, segundo Asaithambi (1997), o método do tiro, como descrito por Cebeci e Keller
(1971), apresentou dificuldades de convergência pois, consistia na solução repetida do PVI até
que as condições de contorno fossem satisfeitas. Então, para facilitar esse método, utilizou-se da
transformação de coordenadas na equação de Falkner-Skan o que resultou em um sistema de
equações diferenciais que pode ser mais facilmente resolvido pelo método clássico de Runge-
Kutta.

Asaithambi (1998) também utilizou mudança de coordenadas para transformar o problema
de valor limite de terceira ordem para um domı́nio fı́sico semi-infinito no intervalo estudado.
Trabalhando com o método das diferenças finitas, obteve respostas mais rápidas, com menos
iterações computacionais.

De acordo com Asaithambi (2004), até seu referido estudo sobre a equação de Falkner-Skan,
os métodos numéricos basearam-se em métodos de chute e em diferenças finitas obtidos, para
um limite finito desconhecido, por meio da truncagem do domı́nio fı́sico semi-infinito para um
domı́nio finito forçando uma condição de fronteira assintótica.

Então, em seu novo artigo, apresentou um método que não usa truncamento e também não impõe
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a condição assintótica. Utiliza a transformação de coordenadas para mapear o domı́nio fı́sico
expressamente para o domı́nio computacional. E, com o método baseado em diferenças finitas
de segunda ordem, conseguiu maior precisão.

Pantokratoras (2006) por sua vez, utilizou-se de solução numérica direta (DNS) das equações
da camada limite por meio de um algoritmo de matriz tridiagonal (TDMA) com o objetivo de
analisar o efeito da viscosidade variável no escoamento clássico de Falkner-Skan.

Existem vários trabalhos na literatura especialistas sobre o tema; de acordo com Alizadeh et al.
(2009) os resultados, para essas equações, obtidos com o método de Decomposição Adomiana
apresentam alta precisão em comparação com a solução exata, incluindo séries infinitas de
potência rapidamente convergentes. Esta técnica de decomposição emprega polinômios que
generalizam matematicamente para uma série de Maclaurin o que dá ao método de solução mais
flexibilidade (MAQBOOL et al., 2016).

Segundo Abbasbandy e Hayat (2009) escoamentos magnetohidrodinâmicos (MHD) sofreram um
crescente interesse junto aos modernos desenvolvimentos da engenharia pois possuem aplicações
importantes como em dispositivos para resfriamento de reatores, em geradores de energia, em
filtros eletrostáticos, entre outros.

Abbasbandy e Hayat (2009) então investigaram a solução analı́tica para o escoamento MHD
Falkner-Skan por meio de análise homotópica (HAM), isto é, examinaram o escoamento da
camada limite de Falkner-Skan submetido a um campo magnético transversal e utilizaram o
HAM para controlar a convergência das séries de aproximações.

Também nessa linha, Calvert e Razzaghi (2017) utilizaram funções racionais de Bernoulli
modificadas, para encontrar a solução das equações de Blasius e MHD Falkner-Skan em um
intervalo semi-infinito.

Yacob, Ishak e Pop (2011) por sua vez, estudaram o problema de Falkner-Skan de forma numérica
para uma cunha estática ou móvel imersa em nano fluidos que, tem seu interesse em crescimento
por apresentarem um aumento considerável na condutividade térmica efetiva do fluido.

Pode-se citar ainda que, problemas de transferência térmica da camada limite laminar incom-
pressı́vel sobre uma cunha, são de interesse tanto para a aerodinâmica moderna quanto para a
transferência de calor por convecção (ZHANG et al., 2019).

Belden et al. (2019) acharam preferı́vel utilizar o método das aproximações assintóticas para
resolver a equação de Falkner-Skan. Apesar de simples e baixa carga computacional, nessa
metodologia são necessários valores precisos do gradiente de velocidade junto a parede e do
parâmetro assintótico.
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Ressalta-se que este tipo de solução possui aplicações em indústrias como recuperação apri-
morada de óleo, geotérmicas de reatores de leito compactado, automobilı́stica, naval e etc
(MAQBOOL et al., 2016).

Além disso, com as medições da velocidade do escoamento (permitidas com os estudos de
FS) é possı́vel obter a velocidade de um objeto voador, através do Tubo de Pitot, por exemplo.
Departamentos ambientais e de previsão do tempo fazem uso dessas medições para mensurar
represas ou lagos, realizar pesquisas sobre erosão ou irrigação (PUTTKAMMER, 2013).

Escoamentos em dutos também utilizam as investigações de FS na determinação da vazão por
meio de dispositivos como o Tubo de Venturi, as placas de orifı́cio, rotâmetros, medidores de
água residenciais, bombas de gasolina, entre outros.
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4 METODOLOGIA

Seguindo o raciocı́nio proposto por Blasius (1950), Schlichting e Gersten (2017), Hartree (1937),
Fernandes (2019) no que tange ao desdobramento das equações da camada limite, serão expostos
a seguir conhecimentos que facilitarão a compreensão teórica e numérica envolvidas no problema
objeto.

Considere uma placa plana colocada paralelamente a um escoamento laminar e assumindo por
hipóteses:

i. Esc. permanente (∂/∂ t = 0);

ii. Bidimensional (ω = 0,∂/∂ z = 0);

iii. Fluido newtoniano (τ ≈ µγ̇);

iv. Propriedades constantes (ρ,µ = cte.);

v. Espessura da camada limite muito menor que o comprimento da placa (δ << L);

onde ρ é a massa especı́fica, µ é a viscosidade dinâmica, γ̇ é a taxa de cisalhamento, u, v e w

são as velocidades nas direções x, y e z, respectivamente, δ é a espessura de camada limite e L o
comprimento da placa.

Temos da equação da conservação da massa:

∂ρ

∂ t
+

∂ρu
∂x

+
∂ρv
∂y

+
∂ρω

∂ z
= 0 ,

∂u
∂x

+
∂v
∂y

= 0 . (4.1)

Analisando a ordem de magnitude do termo v da equação anterior, uma vez que u≈U∞, x≈ L e
y≈ δ , pode-se intuir que:

U∞

L
+

v
δ
= 0 ,

v≈ δU∞

L
. (4.2)
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A forma vetorial da equação de conservação da quantidade de movimento fornece:

ρ
D~V
Dt

= ρ~g−∇p+µ∇
2~V , (4.3)

onde~g é a aceleração da gravidade e p a pressão. Analisando a direção x:

ρ

(
u

∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ω
∂u
∂ z

+
∂u
∂ t

)
= ρgx−

∂ p
∂x

+µ

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 +

∂ 2u
∂ z2

)
,

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=− 1
ρ

∂ p
∂x

+ν

(
∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2

)
. (4.4)

Aplicando a ordem de magnitude v na equação anterior:

U∞

U∞

L
+

δU∞

L
U∞

δ
=

1
ρ

∂ p
∂x

+ν

(
U∞

L2 +
U∞

δ 2

)
.

Como a espessura da camada limite (δ ) é muito menor que o comprimento da placa (L), o termo
U∞/L2 pode ser desprezado quando comparado ao termo U∞/δ 2. Assim, retomando a equação
(4.4) depois de aplicada essa análise:

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=− 1
ρ

∂ p
∂x

+ν
∂ 2u
∂y2 . (4.5)

Adicionalmente, observando-se o termo inercial u∂u/∂x≈U2
∞/x e o termo viscoso ν∂ 2u/∂y2 ≈

νU∞/δ 2 pode-se igualá-los obtendo-se a variação da espessura ao longo da superfı́cie na forma:

δ ≈
√

νx
U∞

∴
δ

x
≈ 1√

Rex
, (4.6)

concluindo que a variação da espessura da camada limite ao longo da superfı́cie da placa é
δ ≈
√

x.

Agora, analisando a direção y da Eq. (4.3),
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ρ

(
u

∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

+ω
∂v
∂ z

+
∂v
∂ t

)
=−ρgy−

∂ p
∂y

+µ

(
∂ 2v
∂x2 +

∂ 2v
∂y2 +

∂ 2v
∂ z2

)
,

ρ

(
u

∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

)
=−ρgy−

∂ p
∂y

+µ

(
∂ 2v
∂x2 +

∂ 2v
∂y2

)
,

fazendo novamente uma análise de grandeza da equação:

ρ

(
U∞

δU∞

L
L

+
U∞δ

L

δU∞

L
δ

)
=−ρgy−

∂ p
∂y

+µ

(
δU∞

L
L2 +

δU∞

L
δ 2

)
.

Novamente, como δ << L o termo δU∞/L
L2 pode ser desconsiderado. Como os termos convectivos

e viscosos para a direção y são muito menores que os da direção x, estes também podem ser
desconsiderados. Assim:

∂ p
∂y

=−ρgy ∴ p =−ρgy+C ,

onde, δ = ymáx.

Pode-se notar que a variação de pressão atravessando o escoamento é de ordem δ 2, ou seja,
muito pequena. Logo, a pressão na direção normal à placa pode ser desprezada. Assim, se a
pressão não varia com y, a pressão dentro é igual à pressão fora da camada limite para uma certa
coordenada x (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Como fora da camada limite, para o escoamento considerado anteriormente, a equação de
Bernoulli é válida (sendo um fluido não viscoso):

p
ρ
+

V 2

2
+gz = constante ,

p
ρ
+

V 2

2
= cte ,

p+ρ
U2

∞

2
= cte .
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Derivando em função de x:

∂ p
∂x

=−ρU∞

dU∞

dx
,

e substituindo na Eq. 4.5, obtém-se:

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=U∞

dU∞

dx
+ν

∂ 2u
∂y2 .

Dessa forma, as equações da camada limite na forma dimensional para o escoamento em questão
tem a forma:


∂u
∂x

+
∂v
∂y

= 0

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=U∞

dU∞

dx
+ν

∂ 2u
∂y2

(4.7)

cujas condições de contorno ficam:

{
y = 0 → u = v = 0

y→ ∞ → u =U∞

(4.8)

onde u e v são as componentes de velocidade nas direções x e y respectivamente, U∞ a velocidade
da corrente livre e ν a viscosidade cinemática.

As simplificações feitas transformaram as equações de Navier-Stokes de um sistema de equações
elı́pticas para parabólicas. Também a pressão que, antes era uma incógnita, agora pode ser obtida
pela teoria de escoamento potencial externo (SCHLICHTING, 1979).

4.1 SOLUÇÃO NA AUSÊNCIA DE UM GRADIENTE DE PRESSÃO

A solução da camada limite pode ser obtida pela integração das equações de conservação
para camada limite pelo método de diferenças finitas e pela transformação de similaridade
(HARTREE, 1937).

Em geral, as equações da camada limite podem ser resolvidas numericamente. Mas em casos
como o considerado anteriormente, onde tem-se um escoamento permanente, bidimensional,
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incompressı́vel sobre uma placa plana com incidência zero permanente e com velocidade
constante de escoamento livre, pode-se utilizar um procedimento analı́tico associado a um
método numérico conhecido como ”solução exata de Blasius”(PUTTKAMMER, 2013).

O escoamento proposto por Blasius (Fig. 5) considera o bordo de ataque em x = 0, a placa plana
paralela ao eixo x e infinitamente longa a jusante do nariz.

Figura 5 – Placa plana em um escoamento uniforme.

Fonte: White, 2011.

E como onde o escoamento externo é dito uniforme, a pressão pode ser considerada constante:

− 1
ρ

∂ p
∂x

=U∞

dU∞

dx
= 0 .

Desta forma, as equações da camada limite hidrodinâmica sem a influência de um gradiente de
pressão, formarão um sistema de equações fechadas como mostrado a seguir:

∂u
∂x

+
∂v
∂y

= 0 , (4.9)

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

= ν
∂ 2u
∂y2 . (4.10)

As condições de contorno deste problema envolvem a condição de não deslizamento junto a
placa e de velocidade de escoamento livre fora da camada limite, em outras palavras:
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

x = 0 → u(0,y) =U∞

y = 0 → u(x,0) = v(x,0) = 0

y→ ∞ → u(x,∞) =U∞

y = δ → u(x,δ ) = 0,99U∞

É importante ressaltar que quanto maior o número de Reynolds, melhores serão as aproximações
para a solução da camada limite, desde que ele não exceda o valor crı́tico, i.e., transição para
turbulência (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

O método da similaridade ou técnica da combinação de variáveis, pode ser aplicado em deter-
minados problemas que envolvem regiões semi-infinitas, como o problema de Blasius e onde
o comprimento caracterı́stico é definido por uma taxa de variação e não pela geometria do
corpo. Para a camada limite analisada, o fator de equivalência é a espessura da CL (δ ), a qual é
particularmente uma posição que varia ao longo da superfı́cie (NOGUEIRA; SOARES, 2018).

A condição de existência da solução por similaridade exige que a equação de transporte e seus
requisitos de contorno permitam uma transformação homogênea, ou seja, essa solução sugere a
dependência de apenas uma variável (BLASIUS, 1950).

Inicialmente, utilizando-se a definição de função corrente:

u≡ ∂ψ

∂y
; v≡−∂ψ

∂x
, (4.11)

que substituı́da na equação da continuidade (Eq. 4.9):

∂

∂x
∂ψ

∂y
− ∂

∂y
∂ψ

∂x
= 0 ,

satisfaz a conservação da massa. Substituindo a Eq. (4.11) agora na equação da quantidade de
movimento (Eq. 4.10):

∂ψ

∂y
∂ 2ψ

∂x∂y
− ∂ψ

∂x
∂ 2ψ

∂y2 = ν
∂ 3ψ

∂y3 ,

obtém-se uma equação diferencial parcial de terceira ordem. Mas, apesar de apresentar apenas
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uma variável dependente (ψ), essa equação ainda precisa ser manipulada.

Para que o perfil de velocidade seja o mesmo em qualquer posição x da placa, propõe-se então
uma solução por similaridade para efetuar uma adimensionalização e transformar a Eq. 4.1 em
uma EDO (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

O modelo de Blasius considera que o perfil u/U∞ é similar ao longo de toda extensão da placa,
logo:

u
U∞

= f
( y

δ

)
= f (η) .

Utilizando a correlação δ =
√

νx/U∞, Blasius definiu a variável adimensional

η =
y
δ
, (4.12)

assim, podemos definir a variável de similaridade como

η = y

√
U∞

νx
, (4.13)

ou

η =
y
x
√

Rex .

Derivando η na equação anterior em relação à x e y respectivamente:

∂η

∂x
=− η

2x
e

∂η

∂y
=

√
U∞

νx
.

Já a função de fluxo é definida como

ψ =
∫

udy
∣∣∣∣
x=const

.

Quando η = constante, u deve ser constante, de modo que o fator de proporcionalidade na
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equação ψ(x,y)≈ f (η) deve incluir
√

x. Sabendo que as unidades de ψ são um comprimento
ao quadrado dividido pelo tempo, as dimensões estarão corretas se o fator de proporcionalidade
tiver

√
ν U∞ (CURRIE, 2003). Portanto, temos que a forma adimensional da função de fluxo é

ψ = (ν U∞ x)1/2 f (η) .

Dessa forma, temos

f (η) =
ψ√

νxU∞

∴ ψ =
√

νxU∞ f (η) . (4.14)

Utilizando novamente a definição de função corrente (ψ), pode-se determinar u e v, como se
segue:

u =
∂ψ

∂y
=

∂ψ

∂η

∂η

∂y
=

∂
√

νxU∞ f (η)

∂η

√
U∞

νx
=
√

νxU∞

∂ f (η)

∂η

√
U∞

νx
∴

u =U∞

∂ f (η)

∂η
. (4.15)

Para v:

v=−∂ψ

∂x
=−

[(
∂ψ

∂x

)
η

+

(
∂ψ

∂η

)
x

∂η

∂x

]
=−

[√
νU∞

1
2
√

x
f (η)+

√
νxU∞

∂ f (η)

∂η

(
− η

2x

)]
∴

v =
1
2

√
νU∞

x

(
η

∂ f (η)

∂η
− f (η)

)
. (4.16)

Dessa forma, pode-se notar que (pela regra da cadeia):

∂u
∂x

=−U∞

η

2x
∂ 2 f (η)

∂η2 , (4.17)

∂u
∂y

=U∞

√
U∞

νx
∂ 2 f (η)

∂η2 , (4.18)
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e

∂ 2u
∂y2 =

U2
∞

νx
∂ 3 f (η)

∂η3 . (4.19)

Substituindo esses resultados na Eq. 4.10, obtém-se:

(
u

∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

= ν
∂ 2u
∂y2

)
→ 2

d3 f (η)

dη3 + f (η)
d2 f (η)

dη2 = 0 .

Portanto, a solução exata de Blasius, ou seja, na ausência de uma gradiente de pressão fica:

f ′′′+
1
2

f f ′′ = 0 . (4.20)

E suas condições de contorno:

{
(η = 0) → f = f ′ = 0

(η → ∞) → f ′→ 1 (y = δ → f ′→ 0,99)
(4.21)

Apesar de aparente simplificação a Eq. 4.20 possui uma solução analı́tica. Um método eficaz
de resolvê-la seria integrando numericamente por um método do tipo Runge-Kutta de 4ª ordem
(BURR; AKYLAS; MEI, 2003).

Essa rotina consiste em um processo de marcha que integra a equação a partir de uma extremidade
do domı́nio (onde se conhecem as condições de contorno) e segue até o outro extremo do domı́nio.

Este método de busca do valor convertido, denominado ”shooting method”, pode ser ace-
lerado por outras rotinas como o método das Secantes, Newton-Raphson, Regula-Falsi, etc
(NOGUEIRA; SOARES, 2018).

A EDO de 3ª ordem (Eq. 4.20), pode ser substituı́da por um sistema acoplado de três equações
de primeira ordem, representadas abaixo por Y . Sejam as variáveis f ′′ = y1 , f ′ = y2 e f = y3, a
equação de Blasius pode ser reescrita pelas seguintes relações:
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
Y ′(1) = −y1y3

Y ′(2) = y1

Y ′(3) = y2

(4.22)

De acordo com White (1974) o problema aqui é encontrar o valor correto f ′′(0) = y1 (η = 0)
que fará com que f ′ = y2 se aproxime de 1.0 quando η → ∞.

Mas isso causa uma dificuldade para se dar inı́cio na rotina de integração pois não se tem o
valor de f ′′(0) e sim de f ′(∞) = 1. Para resolver essa questão, assume-se um valor para f ′′(0)
e verifica-se se ao final do processo de integração, o valor adotado gera compatibilidade com
f ′(∞) = 1. Caso a premissa não seja verdadeira, escolhe-se outro valor para f ′′(0) até que
cumpra-se a condição de contorno em f ′(∞) (BURR; AKYLAS; MEI, 2003).

Segundo White (1974), por uma análise assintótica simples, descobre-se que aqui o ”infinito”é
aproximadamente η = 10 e pode-se então encontrar as soluções para vários valores de f ′′(0)
e a partir desses palpites fazer interpolações para encontrar o valor de f ′′(0) que faz f ′(∞) ≈
y2(10)≈ 1.

A partir da solução numérica obtida por Blasius, pode-se encontrar todos os parâmetros de
interesse para o escoamento da placa plana.

4.2 SOLUÇÃO NA PRESENÇA DE UM GRADIENTE DE PRESSÃO

Esta é possivelmente a mais famosa solução por similaridade das equações da camada limite. A
solução de Falkner-Skan descreve os efeitos causados por um gradiente de pressão externo em
uma CL laminar (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

O desenvolvimento da equação de FS é inicialmente parecido com o da equação de Blasius. É
realizada uma análise de ordem de grandeza nas equações de Navier-Stokes bidimensionais,
incompressı́veis e estáveis para um escoamento restrito unilateral. Mesmo com sua aparente
simplicidade, esse problema de valor limite de dois pontos (equações de FS) ainda precisa de
uma solução geral de forma fechada. Dito isso, os tratamentos numéricos são a forma mais
comum para sua análise e resultado (DUQUE-DAZA; LOCKERBY; GALEANO, 2011).

Nesse estudo, serão consideradas apenas paredes em condições de não deslizamento. Partindo-se
das equações da camada limite (Eqs. (4.7)) com suas respectivas condições de contorno (Eqs.
(4.8)), serão exibidas a seguir as equações que governam o escoamento exposto pela problema
de Falkner-Skan. Este desenvolvimento foi pautado nos trabalhos de Falkner e Skan (1931),
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Schlichting e Gersten (2017), Fernandes (2019), White (1974).

Considerando a variação de velocidade no escoamento livre U(x):

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=U
dU
dx

+ν
∂ 2u
∂y2 , (4.23)

realizando-se agora uma transformação de coordenadas para novas variáveis adimensionais:

η =
y

g(x)
,

sendo que:

∂η

∂y
=

1
g(x)

.

Para combinar x e y em uma única variável η(x,y), pode-se generalizar a distribuição de
velocidade:

u(x,y) =U(x) f ′(η) ,

onde η = η(x,y) é adimensional. Segue-se assim que, o componente longitudinal da velocidade
fica:

u
U(x)

= f ′(η) .

Agora, iremos analisar a transformação por similaridade em cada componente da equação (4.23).
De acordo com a transformação de similaridade proposta por Falkner e Skan (1931), a função
corrente tem a forma:

ψ(x,y) =U(x)g(x) f (η) . (4.24)

Pode-se então obter as derivadas parciais da função corrente ψ (Eq. 4.24) como segue. Derivando
em função de y:
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∂ψ

∂y
=U(x)g(x) f ′(η)

∂η

∂y
= U(x)g(x) f ′(η)

1
g(x)

∴

∂ψ

∂y
=U f ′(η) . (4.25)

Derivando novamente em função de y:

∂ 2ψ

∂y2 =
U

g(x)
f ′′(η) , (4.26)

∂ 3ψ

∂y3 =
U

g2(x)
f ′′′(η) . (4.27)

Derivando a Eq. 4.24 em função de x:

∂ψ

∂x
=

dU
dx

g f +U
dg
dx

f −Uη f ′
dg
dx

, (4.28)

derivando agora em função de y:

∂ 2ψ

∂x∂y
=

dU
dx

f ′(η)−U
g

dg
dx

η f ′′(η) . (4.29)

De posse das derivadas parciais, escreve-se a Eq. 4.23 em função da função corrente, onde
u = δψ/δy e v =−δψ/δx:

δψ

δy
δ 2ψ

δxδy
− δψ

δx
δ 2ψ

δy2 =U
dU
dx

+ν
δ 3ψ

δy3 . (4.30)

Substituindo as derivadas parciais encontradas em 4.25, 4.26, 4.27, 4.29 e 4.28 na Eq. 4.30 e
fazendo-se as devidas simplificações, obtém-se:

U f ′
(

dU
dx

f ′−U
g

dg
dx

η f ′′
)
− (4.31)(

dU
dx

g f +U
dg
dx

f −Uη f ′
dg
dx

)
U
g

f ′′ =U
dU
dx

+ν
U
g2 f ′′′ .
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Reescrevendo:

U
dU
dx

f ′2−U2

g
η

dg
dx

f ′ f ′′−U
dU
dx

f f ′′−U2

g
f f ′′+

U2

g
η

dg
dx

f ′ f ′′ =U
dU
dx

+ν
U
g2 f ′′′ ,

multiplicando por g2/U :

g2 dU
dx

f ′2−g
dUg
dx

f f ′′ = ν f ′′′+g2 dU
dx

,

dividindo por ν e reorganizando os termos:

f ′′′+
g2

ν

dU
dx

(
1− f ′2

)
+

g
ν

dUg
dx

f f ′′ = 0 ,

f ′′′+α f f ′′+β
(
1− f ′2

)
= 0 , (4.32)

sendo

α =
g
ν

dUg
dx

. (4.33)

Considerando que o escoamento externo é diferente de zero (U 6= 0), tem-se que:

β =
g2

ν

dU
dx

. (4.34)

Para escoamentos em cunha (α = 1), como proposto por Falkner e Skan (1931), obtêm-se à
formulação clássica do problema:

f ′′′+ f f ′′+β (1− f ′2) = 0 . (4.35)

Cujas condições de contorno ficam:
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{
(η = 0) → f = f ′ = 0

(η → ∞) → f ′ = 1
(4.36)

Falkner e Skan (1931), mostraram que a similaridade pode ser alcançada e é consistente com a
distribuição de velocidade de escoamento livre, onde:

U(x) =U0xm ,

onde o expoente m aqui é conhecido como sendo parâmetro de aceleração da camada limite.

Com essa equação observa-se que o perfil de velocidade fornecido pra solução de Falkner-Skan,
diferentemente de Blasius, ele é uma e equação potencial em m, então o exponencial em m irá
dizer qual o tipo de escoamento porque, variando m, muda-se a geometria do escoamento. Isso
será mostrado mais adiante pela figura 6.

Por inspeção, pode-se observar que as Eqs. 4.33 e 4.34

g
ν

dU
dx

g = 1 e
g2

ν

dU
dx

= β ,

e os parâmetros α e β podem ser relacionados da seguinte forma:

dUg2

dx
= ν (2α +β ) .

Considerando α = (m+1)/2 e substituindo na equação anterior:

dUg2

dx
= ν [(m+1)+β ] ,

usando o fato de U(0) = 0 e isolando o termo resultante g2/ν ,

g2

ν
=

[(m+1)−β ]x
U

,

fazendo,
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β =
g2

ν

dU
dx

→ g2

ν
= β

dx
dU

,

e igualando à equação anterior:

1
U

dU
dx

=
β

[(m+1)−β ]

1
x

.

Integrando,

lnU =
β

[(m+1)−β ]
lnx+ lnc ,

logo,

U = cxβ/[(m+1)−β ] ,

sendo que:

m =
β

[(m+1)−β ]
.

O que implica em β = m. A relação entre m e β será então:

m =
β

2−β
e β =

2m
m+1

,

e a representação dimensional da variável de similaridade η :

η = y

√
m+1

2
U
νx

,

η = y

√
1

2−β

U
νx

para β 6= 2 .

O resultado dessas considerações mostra que são obtidas soluções semelhantes da CL se a
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distribuição de velocidade U(x) do escoamento externo invı́scido, for uma lei de potência
(SCHLICHTING; GERSTEN, 2017). Essas distribuições representam escoamentos potenciais
cujas fronteiras são o cruzamento de dois planos (BURR; AKYLAS; MEI, 2003).

Como dito anteriormente, a solução da equação de Falkner-Skan (Eq. 4.35) pode ser obtida, de
modo similar ao procedimento apresentado para solução do problema de Blasius, a integração
numérica executada por Runge-Kutta.

Considerando-se agora um escoamento com gradiente de pressão estabelecido, essa EDO pode
ser resolvida numericamente desde que não haja descolamento da camada limite (FERNANDES,
2019).

Para escoamentos em uma placa plana com incidência zero (m = 0 e β = 0), sendo esses os
parâmetros de aceleração ou desaceleração da camada limite de FS, e para os que estão próximos
a um ponto de estagnação (m = 1 e β = 1), temos casos especiais de escoamentos em uma cunha
(SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

A Fig. 6 apresenta alguns escoamentos caracterizados pelo formato de cunha que essa função
potencial gera na intersecção de dois planos, por exemplo, quando m = 0, temos Blasius, ou seja,
o gradiente de pressão é nulo, e dependendo do valor que se assume para m consegue-se saber se
o gradiente de pressão é favorável, nulo ou adverso porque variando-se o m, ou o β quando o
autor escolhe essa representação, muda-se a geometria do escoamento.

Figura 6 – Exemplos de escoamentos potenciais em uma cunha.

Fonte: Brunetti, 2008, modificada.

Comparando as regiões com diferentes valores de m ou β , espera-se que a natureza do escoamento
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mude constantemente à medida que m mude seu valor, de positivo (velocidade da corrente
principal aumentando na direção à jusante, lentamente) para negativo (HARTREE, 1937).

Segundo White (1974), podem-se listar os seguintes casos:

• −2≤ β ≤ 0; −1
2 ≤ m≤ 0→ escoamento em torno de um canto de expansão do ângulo

βπ/2;

• β = 0; m = 0→ a placa plana;

• 0≤ β ≤ 2; 0≤ m≤ ∞→ escoamento contra uma cunha de meio ângulo βπ/2;

• β = 1; m = 1→ o ponto de estagnação do plano (cunha de 180◦);

• β = 4; m =−2→ escoamento combinado próximo a uma parede plana;

• β = 5; m =−5
3 → escoamento combinado próximo a um canto de 90◦;

• β =+∞; m =−1→ escoamento em direção a um coletor de ponto.

Após discutidos os aspectos relacionados aos efeitos da ausência ou presença do gradiente de
pressão em uma camada limite de escoamento laminar e alcançadas as equações que representam
o problema, parte-se a abordagem numérica para solução das mesmas que, apesar de terem sido
simplificadas, também não possuem solução analı́tica.

A metodologia empregada a seguir, assim como descrito anteriormente para a solução de Blasius,
busca transformar a EDO de terceira ordem em um sistema acoplado de três EDOs de primeira
ordem para na sequência, integrá-las com o método de Runge-Kutta de 4ª ordem implementado
em linguagem Fortran.

Definindo-se as variáveis: f1, f ′2 e f ′′3 de forma que a Eq. 4.35 possa ser reescrita como um
sistema de três equações ordinárias de primeira ordem a saber (WHITE, 1974):


Y ′(1) = y2

Y ′(2) = y3

Y ′(3) = −y1y3−β (1− y2
2)

(4.37)

O próximo passo consiste em aplicar a rotina RK4 que vai marchar com esse PVI por um
domı́nio computacional de acordo com o gradiente de pressão que estará sendo analisado
(SCHLICHTING, 1979).
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Como as condições de contorno possuem caracterı́sticas assintóticas, a integração parte de cima
da placa (em η = 0) no sentido de caminhar para fora da camada limite (η → ∞), visando
convergir para os valores estabelecidos nas condições propostas em 4.36. Porém, como não
se sabe o valor inicial da terceira condição, ou seja, f ′′ em η = 0, então o valor de f ′′(0) será
buscado iterativamente para se iniciar a rotina de integração (FERNANDES, 2019).

Selecionado o valor para β (ou m) tenta-se encontrar o valor adequado de f ′′(0) que faz com que
f ′(∞) se aproxime assintoticamente da unidade. Quando isso não acontece é preciso assumir
outro valor para f ′′(0) e repetir o processo até que se cumpram as condições de contorno fora da
CL (WHITE, 1974).

Como chute inicial, pode-se assumir f ′′(0) = 0,3321 que é o valor encontrado para o caso
clássico de Blasius para camada limite com β = m = 0. Com o intuito de acelerar o processo de
busca, pode-se utilizar o método da secante para refinar os valores dos chutes e ir assumindo
valores diferentes de m ou β até que se centralize na solução (SCHLICHTING, 1979).

De acordo com Fernandes (2019) pode-se resumir essa metodologia de solução da seguinte
maneira:

• Define-se valores iniciais para f , f ′ e chuta-se um valor para f ′′(0) para o m ou β desejado;

• Integra-se a equação de terceira ordem de 0 à ηmáx;

• Verifica-se se foi respeitada a condição de contorno em η → ∞;

• Caso não seja respeitada, altera-se o valor de f ′′(0) e integra-se novamente a equação;

• Verifica-se se a condição de contorno fora da camada limite é satisfeita;

• Caso a condição de contorno ainda não tiver sido satisfeita, faz-se uma interpolação entre
os dois chutes iniciais de f ′′(0);

• Utiliza-se o valor obtido como condição inicial e integra-se a equação principal no domı́nio
novamente;

• Repete-se todo o procedimento descrito acima até a convergência.

Com o término desse processo, tem-se a solução de Falkner-Skan para um gradiente de pressão
inicialmente determinado além dos perfis das variáveis dependentes em função de η . Para
o estudo de um outro gradiente de pressão, repete-se todo o procedimento acima descrito
(FERNANDES, 2019).
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5 RESULTADOS

De posse do conhecimento fı́sico e matemático no que tange camada limite, gradientes de pressão
distintos e sua influência, são discutidos nas seções seguintes alguns resultados das soluções
numéricas do problema.

Antes disso, é importante deixar claro que podemos encontrar na literatura dois valores para
f ′′(η = 0) quando β = 0: f ′′(0) = 0,3321 e f ′′(0) = 0,4696. Isso acontece de acordo com o
valor escolhido para α na equação 4.32; se α = 1 (atribuı́do ao escoamento em cunha) teremos
o valor de 0,4696 para f ′′(η = 0), como apresentado na SP, mas caso seja adotado α = 0,5
(atribuı́do ao escoamento na superfı́cie plana) obtém-se f ′′(0) = 0,3321 (CURRIE, 2003).

5.1 ESTUDO DE INDEPENDÊNCIA DE MALHA

Para a obtenção de bons resultados é importante efetuar, inicialmente, um estudo de inde-
pendência de malha, pois, o número de pontos empregados é um dos fatores que está diretamente
ligado à exatidão da simulação numérica (FERNANDES, 2019).

Para assegurar que o resultado não sofreu influência da densidade da malha, na tabela a seguir
é apresentada uma análise em η = 0 (sobre a placa) para quatro malhas diferentes tomando
como referência a variação da tensão de cisalhamento, representada por f ′′, sob três diferentes
condições de gradiente de pressão.

Tabela 1 – Valores obtidos para f ′′(0) em distintas malhas sob diferentes gradiente de pressão
(adverso (β =−0,18), neutro (β = 0) e favorável (β = 0,3)).

nº de pontos β =−0,18 β = 0 β = 0,3

20 0,129083 0,469607 0,774755

50 0,128677 0,469600 0,774754

100 0,128676 0,469599 0,774754

200 0,128676 0,469599 0,774754

Fonte: Elaborado pela autora.

Com os resultados obtidos pelas simulações e apresentados na Tabela 1, podemos notar que,
como a maior parte da variação de valores de f ′′(0), para os diferentes números de pontos na
malha, está na casa do décimo de milésimo, isso evidencia que o código está funcionando bem e
os valores estão convergindo independentemente da malha utilizada.

Entretanto, os valores correspondentes à tensão de cisalhamento para um gradiente de pressão
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adverso (β =−0,18), variam na casa do milésimo para um número de pontos igual a 20, mas
começam a repetir a sexta casa decimal, assim como em β = 0, para um número de pontos igual
a 100, então será adotada uma malha de 100 pontos para a verificação dos resultados.

5.2 VERIFICAÇÃO DOS RESULTADOS

Para que se tornem válidas as soluções obtidas no presente estudo, é preciso que haja uma
concordância com a literatura já existente sobre o assunto. Sendo assim, a tabela a seguir foi
elaborada comparando os valores de f ′′ em η = 0 obtidos na solução presente (SP) com os
valores encontrados por White (2006) para um gradiente de pressão adverso (β =−0,18), um
gradiente de pressão nulo (β = 0) e para um gradiente de pressão favorável (β = 0,3).

Tabela 2 – Comparação entre os valores de f ′′(0) alcançados por White (2006) e a solução
presente.

β f ′′(0) (White,2006) f ′′(0) (SP) W-SP erro

-0,18 0,12864 0,12867 0,00003 0,00023%

0,0 0,46960 0,46959 0,00001 0,00002%

0,3 0,77476 0,77475 0,00001 0,00001%

Fonte: Elaborado pela autora.

Nota-se pela Tabela 2 que os erros foram de 0,00002% e 0,00001% para os gradientes de
pressão nulo e favorável, respectivamente, e que o erro máximo atingido foi de 0,00023% para
um gradiente de pressão adverso. Com essa baixa porcentagem de erro pode-se concluir que o
código utilizado apresenta um bom grau de confiabilidade.

5.3 ANÁLISE DOS RESULTADOS

Após a verificação do código, pode-se então apresentar os resultados para as diversas análises
que seguem. Para tal, foram escolhidos alguns valores especı́ficos de β para que fosse possı́vel
comparar com os gráficos de White (2006) e Howarth (1938), bem como as tabelas apresentadas
nos trabalhos de autores consagrados com destaque para Schlichting (1979) e Hartree (1937).
Inicialmente, será avaliado apenas para a solução de Blasius seguindo-se de um comparativo
para a solução de Falkner-Skan.

Na Tabela 3 são apresentados alguns valores selecionados (prioritariamente dentro da camada
limite) para η em um escoamento sem o estabelecimento de um gradiente de pressão.

Pode-se calcular agora algumas grandezas de interesse em dinâmica dos fluidos. Por exemplo,
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Tabela 3 – Valores obtidos em diversos pontos da malha para a solução de Blasius.

η f f ′ f ′′

0.0 0.000000 0.000000 0.332059

1.0 0.182639 0.346060 0.321592

2.0 0.662805 0.635140 0.264989

3.0 1.457034 0.857177 0.153423

4.0 2.344416 0.958058 0,061286

5.0 3.293305 0.991705 0,015645

6.0 4.340188 0.999113 0,002108

7.0 5.309562 0.999932 0,000203

8.0 6.279240 0.999999 0,000012

Fonte: Elaborado pela autora.

observa-se que da Tabela 3 para o resultado de η = 5 e utilizando-se da equação 4.13 e da
definição de δ , tem-se:

δ = 5
√

νx
U∞

ou
δ

x
=

5√
Rex

. (5.1)

A figura 7 apresenta um esboço do perfil adimensional de velocidade na parede obtido com a
solução de Blasius. Como os perfis de velocidade são similares, só se torna necessário apresentar
uma curva para descrever o campo de escoamento na camada limite (MUNSON; YOUNG;
OKIISHI, 2004).

Percebe-se pela figura 7 que a camada limite está se desenvolvendo pois, de acordo com a
equação 5.1, quando η = 5 a velocidade f ′ está a 1% da velocidade de escoamento livre U∞, ou
seja, a espessura de perturbação foi respeitada então encontra-se o limite da CL.

Outra grandeza de interesse é a tensão de cisalhamento na parede τp. Conhecendo-se o perfil
de velocidade adimensional ao longo da placa e com os resultados de similaridade da tabela 3,
pode-se então determinar a tensão de cisalhamento na parede (τp).

τp = µ
∂u
∂y

∣∣∣∣
y=0

= µU∞

√
U∞

2νx
f ′′(0) = ρU2

∞

√
µ

ρU∞x
0,332 ,
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Figura 7 – Perfil de velocidade longitudinal para a solução de Blasius.

Fonte: Elaborado pela autora.

τp =
ρU2

∞

2
0,664√

Rex
, (5.2)

onde o valor numérico para f ′′(0) é obtido também na tabela 3 gerada pelo código da solução
exata de Blasius. Observa-se com essa equação que a tensão de cisalhamento na parede diminui
a medida que x aumenta por causa do crescimento da espessura da camada limite.

Sendo a equação 5.2 colocada na forma adimensional definindo-se um coeficiente de atrito
superficial C f (ou local) para a placa plana em regime laminar:

C f =
2τp

ρU2 =
0,664√

Rex
=

θ

x
.

Agora vamos analisar os resultados obtidos pelo código computacional desenvolvido para a
solução com gradiente de pressão.

A solução da equação de Falkner-Skan também foi amplamente estudada e promoveu muitas
descobertas sobre o comportamento da camada limite. Investigadas para vários valores de β , as
soluções correspondentes a β > 0 representam escoamentos de aceleração, β = 0 escoamentos
constantes e β < 0 escoamentos de desaceleração (CEBECI; KELLER, 1971).

A tabela 4 a seguir mostra quais valores de β foram utilizados para a obtenção dos gráficos e seus
respectivos valores de f ′′(0) encontrados pela solução presente e importantes para a validação
do código. Os gráficos que serão apresentados foram alcançados com o auxı́lio da ferramenta de
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plotagem gráfica Grace.

Tabela 4 – Principais valores de β e de seus correspondentes f ′′(η = 0) na solução de Falkner
Skan.

β f ′′(0) (SP)

-0,198839 0,00187

-0,18 0,12867

-0,15 0,21659

-0,1 0,31932

0,0 0,46960

0,3 0,77475

1,0 1,23499

2,0 1,68769

Fonte: Elaborado pela autora.

Foram escolhidos valores para β que, de acordo com White (2006) e Schlichting (1979), são
os mais importantes para a análise do escoamento de FS. Eles abrangem a faixa do ponto de
estagnação (β = m = 1), o escoamento da placa plana obtido da solução de Blasius (β = m = 0)
até o ponto de separação (β = −0,198839,m = −0,09043). Mas como para Cebeci e Keller
(1971), as soluções verdadeiramente importantes estão no intervalo de−0,198839 < β < 2, aqui
faz-se jus aos três autores.

Como descrito anteriormente na metodologia, após a validação do código, seleciona-se o valor
de β para encontrar a curva do parâmetro de velocidade desejado, e variando-se o chute e o ηmáx,
quando necessário, tenta-se encontrar o valor de f ′′(0) que faz com que f ′(∞) se aproxime da
unidade. Com isso, o código fornece valores de f , f ′ e f ′′ para diferentes pontos ao longo de η ,
dessa forma é possı́vel fazer um gráfico para f ′ e um para f ′′ como os que estão a seguir.

A figura 8 mostra os perfis de velocidade f ′ = u/U∞ em função da variável de similaridade η

e dos valores que o parâmetro de aceleração β assume, ao longo da parede da placa. Pode-se
observar que os perfis de velocidade tornam-se em forma de ”S” para valores de β < 0 e gradiente
de pressão adverso (dP/dx > 0), ou seja, para escoamentos retardados obtém-se perfis com um
ponto de inflexão.

Para β =−0,198839 o PI está localizado na origem (η = 0) e indica um ponto de descolamento,
sendo assim, valores de β ainda menores tornam inválidas as equações da camada limite pois
conduzem a escoamentos com escoamento reverso. Mas para valores de β > 0, o gradiente de
pressão é favorável (dP/dx < 0) e o escoamento é acelerado, dessa forma os perfis de velocidade
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não possuem ponto de inflexão (WHITE, 2006).

Figura 8 – Distribuição de velocidade na camada limite laminar do escoamento em cunha.

Fonte: Elaborado pela autora.

A figura 9 nos mostra qual é o comportamento da tensão cisalhante ao longo de η , ou seja,
apresenta valores de f ′′ os quais são diretamente proporcionais a tensão de cisalhamento (τ =

µ∂u/∂y), em função da variável de similaridade η e dos valores que o parâmetro de aceleração
β assume ao longo da parede.

Figura 9 – Distribuição das tensões de cisalhamento na camada limite laminar do escoamento
em cunha.

Fonte: Elaborado pela autora.

Pode-se observar que, para escoamentos acelerados (β > 0) e (dP/dx < 0), a medida que se
percorre a camada limite no sentido crescente de η , os valores de f ′′ na origem se tornam cada
vez maiores a medida que β cresce, ou seja, a tensão é maior próxima à parede e tende a zero
conforme se afastam da mesma.
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Entretanto, para valores de β < 0, o escoamento é desacelerado e o gradiente de pressão se torna
adverso (dP/dx > 0), o que faz com que os valores de f ′′ na origem sejam cada vez menores a
medida que β diminui (WHITE, 2006). A variação da tensão de cisalhamento será crescente até
que se atinja seu máximo, de acordo com cada parâmetro de velocidade, a partir daı́ têm-se um
ponto de inflexão e a tensão começa a decair até a região externa da camada limite.

Percebe-se, então, que a camada limite laminar suporta apenas um gradiente de pressão adverso
muito pequeno antes que a separação ocorra. (SCHLICHTING; GERSTEN, 2017).

Outra coisa que é interessante analisar é a influência do gradiente de pressão na espessura
da camada limite (δ ). Tomando-se como referência dP/dx = 0 (β = 0), nota-se que para
escoamentos acelerados (β > 0), ou seja, com gradiente de pressão favorável (dP/dx < 0),
a espessura da camada limite diminui, já para escoamentos retardados (β < 0), ou seja, com
gradiente de pressão desfavorável (dP/dx > 0), a espessura da camada limite aumenta podendo
gerar um descolamento. Entretanto, para β = 1 o valor da espessura da camada limite não varia
com x, ele representa o escoamento em um ponto de estagnação e portanto, uma região de δ

constante (CURRIE, 2003).

5.4 ANÁLISES ADICIONAIS

Como transformou-se o u original da equação u =U× f ′ em seu componente longitudinal f ′ ao
assumir-se que U = 1m/s, então posso afirmar que o gráfico f ′×η representa a espessura da
camada limite. Isso também pode ser observado para o gráfico f ′′×η onde f ′′ da equação da
tensão também faz parte equação da componente vertical de velocidade v.

Sendo assim, pela Figura 10 pode-se comparar o comportamento dos perfis de velocidade u e v

em função de η para o escoamento em três diferentes pontos: logo antes de ocorrer a separação
da CL (β =−0,198839), para a placa plana de Blasius (β = 0) e para um valor de ponto antes
de ocorrer a estagnação (β = 0,3).

Observa-se no gráfico da figura 10(a) que para os três tipos de escoamento, adverso, nulo e
favorável, o perfil de velocidade é crescente até que atinjam o ponto de estagnação em u = 1. Já
para o gráfico da figura 10(b) o perfil de velocidade se torna estável apenas para o parâmetro
β = 0; para um escoamento adverso o perfil de velocidade v tende a decrescer constantemente e,
para um escoamento favorável, tende a se tornar crescente.
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Figura 10 – Comparação entre os perfis de velocidade u e v.

(a) Perfil u (b) Perfil v
Fonte: Elaborado pela autora.

Para entender um pouco mais sobre os perfis de velocidade e seus comportamentos na camada
limite ao longo da superfı́cie, as figuras 11 e 12 seguintes, nos mostram as caracterı́sticas para os
perfis adimensionais (η = y/δ ) de u e v próximo do bordo (x = 0,1m) e distante do bordo de
ataque (x = 1,0m).

Figura 11 – Perfis adimensionais de u próximo e distante do bordo de ataque.

Fonte: Elaborado pela autora.

A figura 11 mostra o perfil adimensional da componente u de velocidade em duas diferentes
distâncias. Pode-se perceber que os perfis possuem o mesmo tamanho apesar de um estar
próximo do bordo de ataque (x = 0,1m) e outro estar longe (x = 1,0m), isso se deve à técnica
de similaridade utilizada, evidenciando que não importa a que distância se está da borda, o perfil
de velocidade é o mesmo.

O mesmo vale para a figura 12 que apresenta a comparação entre os perfis de velocidade v a duas
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distâncias diferentes do bordo de ataque. Aqui também podemos perceber perfis similares. Foi
elaborado um gráfico para cada distância para facilitar a visualização pois apesar de possuı́rem o
mesmo tamanho, a localização do perfil para x = 1,0m é muito menor do que para x = 0,1m.

Na Figura 13 é apresentado agora os perfis de velocidade u na forma dimensional. Fica evidente
que se escolhermos um ponto longe do bordo de ataque (x = 1,0m) o perfil irá possuir um
tamanho diferente (maior) do que se ele for colocado próximo (x = 0,1m) do bordo (menor).

Figura 12 – Comparação para perfis adimensionais de v próximo e distante do bordo de ataque.

(a) x = 0,1m (b) x = 1m
Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 13 – Perfis de velocidade u na sua forma dimensional para x = 1,0m e x = 0,1m.

Fonte: Elaborado pela autora.

Isso também acontece na figura 14 para os perfis de v na sua forma dimensional; o tamanho do
perfil próximo ao bordo de ataque (x = 0,1m) é menor em altura e maior em comprimento do
que o perfil de v distante do bordo (x = 1,0m).
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Figura 14 – Comparação dos perfis de velocidade v na sua forma dimensional para x = 1,0m e
x = 0,1m.

(a) x = 0,1m (b) x = 1m
Fonte: Elaborado pela autora.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

A realização deste trabalho conferiu um pouco mais de conhecimento sobre a camada limite e
sua conceituação além de conceder um ferramental matemático mais denso na obtenção das suas
equações.

Para o alcance das soluções na ausência de um gradiente de pressão, conhecida como Solução
exata de Blasius, e na presença de um gradiente de pressão, conhecida como Solução de Falkner-
Skan, pôde-se aprender e aplicar métodos numéricos capazes de conferir uma ordem melhor
para resoluções de problemas mais complexos.

Para a concordância dos resultados com a bibliografia pesquisada, foi necessário aplicar no
código, em linguagem FORTRAN desenvolvido, os valores para β mais importantes de acordo
com os autores considerados. Nessa etapa, o grande desafio foi a necessária atenção aos detalhes
na escrita do código e a correta variação dos parâmetros do chute.

Em outro momento foi necessário um estudo de independência de malha para conferir o bom
funcionamento do código e demonstração de sua convergência, e a análise de erro para provar o
grau de precisão da solução.

Os resultados mostraram que, para gradientes de pressão favoráveis os efeitos no escoamento de
FS são estabilizadores quando comparados à curva de estabilidade de Blasius (β = 0), mas se
tornam desestabilizadores para gradientes de pressão adversos, podendo provocar a separação da
CL o que evidencia que a camada limite laminar é capaz de suportar apenas um retardo pequeno
do escoamento antes que o descolamento ocorra.

Quando se tem um gradiente de pressão neutro, como proposto por Blasius, as equações são
mais simples assim como o comportamento do campo de escoamento da camada limite; dessa
forma, os perfis de velocidade são similares e é possı́vel ilustrar isso em apenas uma curva.

Observou-se também, com ajuda das figuras, que para escoamentos acelerados ao longo da
superfı́cie, ou seja, que possuem um gradiente de pressão que ajuda no processo de escoar, a
espessura da camada limite tende a diminuir porque sendo o gradiente de pressão negativo, a
contenção do escoamento é menor.

Porém, quando o gradiente de pressão é adverso ao escoamento, ou seja, quando ele tende a
retardar o escoamento de um fluido, a espessura da camada limite se torna crescente porque
sendo esse gradiente positivo, ele provoca uma contenção maior do escoamento o que tende a
aumentar a espessura da CL podendo até provocar seu descolamento da superfı́cie.
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Para esclarecer a utilização do método da similaridade, provou-se graficamente que os perfis
de velocidade u e v possuem o mesmo tamanho, ou seja, são similares, quando esta técnica
é utilizado e eles se tornam adimensionais, mas apresentam altura e comprimento diferentes
quando estão dimensionalizados.

Como o foco deste trabalho foi na questão hidrodinâmica, uma boa sugestão para trabalhos
futuros seria estudar a camada limite térmica com gradiente de pressão porque assim como
apresentado por Zhang et al. (2019), problemas de transferência térmica da CL sobre uma cunha
são de interesse comum entre dois campos muito importantes: a aerodinâmica e a transferência
de calor.

A inclusão dos efeitos térmicos no problema de Falker-Skan proporcionaria análises de comporta-
mento um pouco diferentes da camada limite hidrodinâmica, isso porque a camada limite térmica
tende a se desenvolver de maneira diferente, ou seja, com uma espessura e uma velocidade de
escoamento diferentes.

Além disso, já sabendo-se que, apesar da complexidade do problema, a solução não é trivial
mas possui uma solução numérica e uma vez que o código base já está desenvolvido, sendo
necessárias apenas algumas alterações como a inclusão de novos parâmetros térmicos como
Nusselt e Prandtl, isso facilitaria o alcance da solução desejada.
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